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摘要　利用垂直范畴与倾斜理论, 给出计算A n 型完备例外序列个数的归纳公式.
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1　定理与概念
1992 年, 莫斯科大学 R udakov 教授在加拿大数学年会上报告了 P 2 的向量界的例外序
列[1 ]. 1993 年, 英国C raw ley2Boevey 教授引进了图的表示的例外序列概念, 指出辫子群自然地
作用于图的表示的完备例外序列并研究其性质[2 ]. 1994 年开始, R ingel 教授[3 ]、姚海楼[4 ]亦得
到关于完备例外序列的一些重要研究成果. 本文将证明如下的定理 1.




(S n- 1+ C 1n- 1S 1S n- 2+ C 2n- 2S 2S n- 3+ ⋯+ C n- 2n- 2S n- 1S 1+ C n- 1n- 1S n- 1)
本文总假定 k 为代数闭域, 代数A 总指基的带单位元 1 的有限维结合 k2代数. 本文不区
分一个A 2模与它的同构类以及A 的A R 2箭图中对应的点. 设A 是一个代数, 1A = e1+ ⋯+ en,
这里{ei}是本原正交幂等元, 不可分解A 2投射模的完全集为{P ( i) }ni= 1. 记modA 为有限维左














X 称为例外的, 如果 Ex t1A (X , X ) = 0. A n 型遗传代数上任一不可分解模均为例外的. 一对A 2模
(X , Y ) 称为例外对, 如果X 、Y 均为例外模且Hom A (Y , X ) = 0= Ex t1A (Y , X ). 例外对 (X , Y ) 称
为正交的, 如果Hom A (X , Y ) = 0. 例外对 (X , Y ) 称为强的, 如果 Ex t1A (X , Y ) = 0. 模序列 X =
(X 1, ⋯, X r) 称为例外序列, 如果对任意 i< j , (X i, X j ) 是例外对. 特别地, 当 r= n 时, 称 X 为
完备例外序列.
由 Geigle, L enzing, Schofield [5, 6 ]引进的垂直范畴在研究有限维代数的表示理论中是非常
有力的工具, 它提供了归纳证明的可能性. 设X 是不可分解A 2模, X 的右垂直范畴为modA
的满子范畴, 定义为X ⊥= {Y ∈modA ûHom A (X , Y ) = 0= Ex t1A (X , Y ) }.
2　定理 1 的证明: 线性序的情况
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　图 1　A n 型遗传代数的A R - 箭图
　F ig. 1　A R - quiver of hereditary algebra
of type A n
序A n 型遗传代数的A R 2箭图如图 1, 对其进行编号,
其中X j0= P ( j )为不可分解投射模, X ji = Σ- iP ( j ) , j =
1, ⋯, n , i= 0, ⋯, n - j , 这里 Σ是A R 2变换. 为叙述方
便起见, 我们定义 (见图 2)
　E ji = {X tsû iΦ sΦ n- j , i+ j Φ s+ t}
　W ji = {X tsûs< i, iΦ s+ t< i+ j }
　N ji = {X tsûs< i, i+ j Φ s+ t}
　S ji = {X tsû iΦ s, t+ s< i+ j }
　E ji = {X tsû iΦ sΦ n- j , i+ j Φ s+ t}
　L ji = {X tsûs< i- 1, s+ t< i}
　R ji = {X tsû i+ j < s, i+ j < s+ t}
易见, 当 i= 0 时,L j0= W j0= N j0= Á . 因为代数闭域上
有限表示型代数是标准的, 我们有
　图 2　一些记号的示意图
　F ig. 2　Sketch m ap of som e no tat ions
引理 1　1)设 Y 是不可分解模, 则Hom A (X ji , Y )
≠0 的充要条件是 Y ∈E ji;
2) 设 Y 是不可分解模, 则 Ex t1A (X ji , Y ) ≠0 的充
要条件是 Y ∈W ji;
3) ind (X ji ) ⊥= S ji∪N ji∪L ji∪R ji.
引理 2　设X , Y 是不可分解模,
1) X ∈S ji , Y ∈L ji∪N ji∪R ji , 则 (X , Y ) 是强的正
交例外对;
2) X ∈L ji , Y ∈R ji , 则 (X , Y )是强的正交例外对.
引理 3　 (X ji ) ⊥= mod (B Ý C ) , 这里B 为A j - 1型
线性序遗传代数, C 是A n- j型线性序遗传代数.
证　设 X ts∈ (X ji ) ⊥. 当 X ts∈S ji 时, 存在满射 f :
X
s+ t- i
i →X ts, 这里 f 或是同构或是不可约满射的合成. 当X ts∈L ji∪R ji∪N ji , 时, 存在投射盖 f :
X
s+ t
0 →f ts, 这里 f 或为同构或为不可约满射的合成. 所以X 10, ⋯X i- 10 , X i+ j0 , ⋯, X i+ j0 , X 1i , ⋯X j - 1i
是 (X ji ) ⊥的相对投射生成子. 因 (X ji ) ⊥是modA 的正合的扩张闭的A bel 满子范畴, 故有 (X ji ) ⊥
= modD , 这里D = EndA (X 10Ý ⋯Ý X i- 10 Ý X i+ j0 Ý ⋯Ý X n0Ý X 1i Ý ⋯Ý X j - 1i ). 由引理 2 知D = B
Ý C , B = EndA (X 1i Ý ⋯Ý X j - 1i ) 是A j - 1型线性序遗传代数, C = EndA (X 10Ý ⋯Ý X i- 10 Ý X i+ j0 Ý
⋯Ý X n0)是A n- j型线性序遗传代数.
定理的证明 (A 为线性序的情况) 　设A n 型完备例外序列的个数为 S n , 并定义 S 0= 1. 记
E
j
i = { (X 1, ⋯, X n- 1, X ji ) 完备例外序列}, S ji = ûE ji û. 则 (X 1, ⋯, X n- 1) 是 (X ji ) ⊥中完备例外序列
的充要条件是 (X 1, ⋯, X n- 1, X ji ) ∈E ji, 由引理 3 知 S ji 为mod (B Ý C ) 中完备例外序列的个数,
这里B , C 分别是A j - 1型与A n- j型线性序遗传代数. 故知 S ji = S j0= S 0n- j+ 1和 S ji = C j - 1n- 1S j - 1S n- j ,








i = nS 10+ (n- 1)S 20+ ⋯+ 2S n- 10 + S n0, 进一步有
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(S 10+ S 20+ ⋯+ S n0). 所以 S n =
n+ 1
2
(C 0n- 1S 0S n- 1+ C 1n- 1S 1S n- 2+ C 2n- 1S 2S n- 3+ ⋯+ C n- 2n- 1
S n- 2S 1+ C n- 1n- 1S n- 1S 0).
注　S 1= 1, S 2= 3, S 3= 16, S 4= 125, S 5= 1 296, S 6= 16 807, S 9= 108.
3　定理的证明: A PR 2倾斜过程
A PR 2倾斜[7 ]过程是BGP [8 ]反射函子的一般化, 是倾斜理论的起源与特殊情况. 设A 是一
个代数, S ( i) 是非入射的单投射模, 则模 T = Σ- S ( i) Ý (Ý
j≠i
P ( j ) ) 称为相对于 S ( i) 的A PR - 倾
斜模. 记B = End (A T ). 由倾斜理论[9 ] , 我们知道
1)函子Hom A (T , - )与 T á B - 导出下列满子满畴的可逆等价
J (A T ) = {AM ûEx t1A (T ,M ) = 0}
HomA (T , - )
T á B - Y (A T ) = {BN ûTo r
B
1 (T ,N ) = 0}
同时函子 Ex t1A (T , - )与 To rB1 (T , - )导出下列满子范畴的可逆等价
　F (A T ) = {AM ûHom A (T ,M ) = 0}
Ext1A (T , - )
T B á 1 (T , - ) X (A T ) = {BN ûT á BN = 0}
2) To rB1 (T , - )Hom A (T , - ) = 0= (T á B - ) Ex t1A (T , - )
Hom A (T , - ) To rB1 (T , - ) = 0= Ex t1A (T , - ) (T á B - )
因为任意两个A n 型遗传代数均可由重复A PR 2倾斜过程得到. 要论证定理成立, 只要证
明A PR 2过程对遗传代数保持完备例外序列不变即可. 又因完备例外序列定义以及A PR 2倾斜
模是可分的, 我们只要证明A PR 2过程对遗传代数保持例外对即可. 即证明
命题 1　设A 是遗传代数, T 是A PR 2倾斜A 2模, B = End (A T ) , 符号同上. 设 (X , Y ) 是
modA 中例外对, 则 (X ′, Y ′) 是modB 中例外对, 这里, 当 X ∈J (T ) 时, X ′= Hom A (T , X ) , 当
X ∈F (T ) 时, X ′= EX t1A (T , X ) ; 当 Y ∈J (T ) 时, Y ′= Hom A (T , Y ) , 当 Y ∈F (T ) 时, Y ′=
EX t1A (T , X ).
证　在A PR 2倾斜过程中 F (T )只含一个模, 即投射单模, 我们分下列 3 种情况讨论.
1 )X , Y ∈J (T ) , 这时结论显然成立, 因 J (T ) ,Y (T ) 均为扩张闭的, 且Hom A (T , - ) 导
出 J (T )与Y (T )之间的等价.
2 )X ∈J (T ) , Y ∈F (T ). 此时 X ′= Hom A (T , X ) ∈Y (T ) , Y ′= Ex t1A (T , Y ) ∈X (T ). 因





Y ′→0　 (3 ). A 是遗传代数, 所以 T 是可裂的, 我们不妨设 E′= E′1Ý E′2, f ′= (f ′1,
f ′2 ) , 这里 f ′i: X ′→E′i, i= 1, 2. E′1= Hom A (T , E 1) ∈Y (T ) , E′2= Ex t1A (T , E 2) ∈F (T ) , E 1∈
J (T ) , E 2∈F (T ). 因 (X ,Y )是挠对, 所以 f ′2= 0, 而 f ′1= Hom A (T , f ). 将函子 T á - 作用
于正合列 (3 ) , 得到正合列 Y →X →
f
E 1→0. 因Hom A (Y , X ) = 0, 所以 f 导出 X ≌E 1, 进而 f ′导
出X ′≌E′1, 这与 (3 )不可裂矛盾. 所以 Ex t1B (Y ′, X ′) = 0.
3)X ∈F (T ) , Y ∈J (T ). 这时X ′= Ex t1A (T , X )∈X (T ) , Y′= Hom A (T , Y ) ∈Y , X 为非
入射单投射模, X ′为非投射单入射模. 所以 Ex t1B (Y ′, X ′) = 0. 为证明Hom B (Y ′, X ′) = 0, 我们
假设 0≠f ∈Hom B (Y ′, X ′). 因 X ′为单模, 故 f 满. 设 K ′= Kerf . 因 6 对子模封闭, 可设 K ′=
Hom A (T , K ) , K ∈J (T ). 作用函子 T á B - 于正合序列 0→K ′→Y′→
f
X ′→0, 可得到正合列 0
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→X →K →Y →0, 因 Ex t1A (Y , X ) = 0, 所以 K ≌X Ý Y , 与 X ∈F (T )矛盾.
Ρ
Ξ
注　下面例子说明命题 1 中“A 是遗传代数”的条件是必要的.














) ö< Βr> . 取A PR 2倾斜A 2模 T = Σ- P (1) Ý (Ý
j≠1
P ( j ) ) , End








) ) ö< ∆Ρ> . X = P (1) ∈F (T ) , Y = S (4) ∈J (T ) , 易见 (X , Y ) 是modA
中例外对. 在modB 中, X ′= Ex t1A (T , X ) = S (3) , Y ′= Hom A (T , Y ′) = S (4) , Ex t1B (Y ′, X ′) = 0,
故 (X ′, Y ′)不是例外对.
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